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A hemiringR is called S-semialgebra if R is a left and right semi module over S satisfying
(ax)b = a(xb) forall a,b € Sand x € R. On the S-semialgebra R can be defined a congruence.
A congruence on the S-semialgebra R is any congruence on the hemiring R which is both a left
and right compatible for any multiplication by element of S. Therefore, the properties of
congruence on a hemiring can be generalized to congruence on a semi algebra over a hemiring.
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1. PENDAHULUAN

Struktur aljabar merupakan
himpunan yang
tidakkosongdengansatuataulebihoperasibin
erdanaksioma-aksioma yang berlaku.

SebuahhimpunanR  disebut ring
jika  himpunan R merupakan grup
komutatif terhadap operasi penjumlahan,
operasi pergandaannyabersifatasosiatif,
sertakeduaoperasipenjumlahandanpergand
aannyabersifatdistributifkanandandistributi

fkiri. Dari sifat-
sifatinidapatdiperlemahdanmenjadistruktur
aljabaryaitusemiring yang

merupakansemigrupterhadapkeduaoperasi
binernyaselanjutnyamemenuhidistributifka
nandandistributifkiri.Jikasuatusemiringber
elemennetraldanbersifatkomutatifmakaaka
nmembentukhemiring.
Hemiringmerupakan ring yang
diperlemahsebagaisemigrupterhadapoperas
ipenjumlahan, dengan kata lain
hemiringmerupakan ring
dimanasetiapelemen-
elemennyatidakmempunyaielemen invers
penjumlahan.

Selanjutnyadaridefinisinemiringda
patdiperkenalkanstrukturaljabar yang
disebutsebagaisemialjabaratashemiring.He
miringR  dikatakan semialjabaratass,di
manas adalahhemiring,jikar
adalahsemimodulkiri dan kananatasSyang
memenuhi(ax)b = a(xb) untuk setiap
a,b € Sdanx € R.

2. SEMIALJABAR ATASHEMIRING

Definisi2.1  [7]Hemiring(H, +,") adalah
himpunan tak kosong H dengan operasi
“+7 dan 7 yang memenuhi aksioma-
aksioma berikut :
i. (H,+)merupakan monoid komutatif
dengan elemen identitas 0.
ii. (H, -)merupakan semigrup.
iii. Untuksetiapx,y,z € H, x(y + z) =
xy + xzdan (y + z)x = yx + zx.
iv. Untuksetiapx € H, x0 = 0x = 0.

Definisi2.2[1]Hemiring(H, +,") disebut:

a. Hemiringkomutatifjika(H,")
komutatif

b. Hemiringdenganelemensatuanjika
(H,") punya elemen satuan

c. Hemiringkanselatifpenjumlahanjika
X,V ,ZEH,x+z=y+z=x=
y.

Definisi2.3 [7]MisalkanH sebuah
hemiring.DiberikanM monoid komutatif
terhadap operasi penjumlahan dengan
elemen identitas 0. Himpunan M disebut
semimodul kanan atas H jika untuk setiap
a € Hdan x € M, maka xa € M dan
memenuhi aksioma-aksioma berikut

i. (x+y)a=xa+ya

ii. x(a+b)=xa+xb

iii.  x(ab) = (xa)b
iv. x0=0a=0
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untuksetiapa,b € H danx,y € M.
Dari definisi di atasdapatdidefinisikanM
semimodul Kkiri atas H yaitu untuk setiap
a € Hdan x € M, maka ax € M dan
memenuhi aksioma-aksioma berikut
. alx+y)=ax+ay

ii. (a+b)x=ax+ bx

iii.  (ab)x = a(bx)

iv. Ox=a0=0
untuksetiapa,b € H danx,y € M.

Semialjabaratashemiringmerupaka
nstrukturaljabar yang
terbentukdariduahemiringdimanasalahsatu
hemiringnyamerupakansemimodulkananda
nsemimodulkiriatashemiring yang lain.
Berikutiniakandiberikandefinisisemialjaba
ratashemiring.

Definisi2.4  [7]MisalkanR  sembarang
hemiring (tidak harus komutatif dan
mempunyai elemen satuan).Misalkan S
juga hemiring.Rdisebut semialjabar atas S
jika R adalah semimodul
kiridansemimodulkanan  (bi-semimodul)
atasS sedemikian hingga (ax)b = a(xb)
untuk setiap a,b € S dan x € R. Jika S
hemiring komutatif dan R semialjabar atas
S, maka dapat didefinisikan pergandaan
elemen R oleh elemen-elemen S yaitu
xa = ax untuka € S, x € R.

Contoh  :DiberikanhemiringZ,  yaitu
hemiring bilangan bulat modulo 4, dan
Z*hemiringbilanganbulattaknegatif.Hemiri
ngZ,merupakansemialjabaratasZ.

3. KONGRUENSI
PADASEMIALJABAR ATAS
HEMIRING

Definisi 3.5 [7]Kongruensip  pada
semialjabar R atas S adalah kongruensi
pada hemiring R, sedemikian hingga
(r,s)ep, a€S berarti bahwa
(ar,as) € p dan (ra, sa) € p.

Contoh :DiberikanhemiringR = Z, Vyaitu
hemiring bilangan bulat modulo 4, dan
S = Z*hemiringbilanganbulattaknegatif.
DiketahuiR semialjabar atas S. Relasip =

{(0,0),(0,2),(1,1),(2,0),(2,2),(3,3)}
pada semialjabar R atas
Smerupakanrelasikongruensipadasemialja
barR atas S.

Definisi 3.6  [7]Kongruensip  pada
hemiring R dikatakan kansellatif jika untuk
setiap XY,ZER,(x+z,y+2z)€
pberarti (x,y) € p.

Lemma 3.7 [7]Misalkanp kongruensi
pada hemiring R, maka p yang
didefinisikan oleh (x,y) € p jika hanya
jika terdapat z € R sedemikian hingga
(x+2z,y+2z)€p, adalah kongruensi
kansellatif pada R yang memuat p.

Bukti :Untukmembuktikan lemma di

atasakanditunjukkanp < p.

Diketahui(x,y) € p © (3z € R), (x +

z,y+z) € p.

i). Akan ditunjukkanbahwa(x,y) € p =

(x,y) €p

Diambilz = 0 € R sehingga

(x+zy+z)€Ep

(x+ 0,y +0) € pmaka(x,y) € p

ii). Akan ditunjukkan bahwa (x + z,y +

z)Ep=(x,y)EP

Diambilsembarangu € R sehingga
((x+2)+u,(y+2)+u)eEp

x+(Z+u),y+(z+u)e€Ep ;

denganz +u € R

maka(x,y) € p

Dari i) — ii) terbuktibahwap adalah
kongruensi kansellatif pada R yang
memuat p. [ ]

Definisi 3.8  [7]Kongruensip  pada

semialjabar R atas S disebut reguler kiri
jika p kansellatif pada hemiring R dan
terdapat  pasangan (e1,e2) # (0,0)
dengan eq, e, € R sedemikian hingga

(x + e x, e;x) € puntuk setiap x € R

(aeq + eya,eja + aey) € puntuk  setiap
ac€s.

Dapatdidefinisikankongruensiregulerkana

npadasemialjabarR atas S yaitu jika p
kansellatif pada hemiring R dan terdapat
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pasangan (e1,e2) # (0,0) dengan
e1, e; € R sedemikian hingga

(x + xeq, xey) € puntuk setiap x € R

(e1a + aey, ae; + eya) € puntuk  setiap
aeEs.

Jikap kongruensi reguler kanan dan
kiripadasemialjabarRatas S, maka p
disebut kongruensi reguler.

Lemma 3.9 [7]Jikap kongruensi reguler
pada semialjabar R atas S, maka terdapat
e,f €ER sedemikian  hingga (x +
ex, fx) € p, (x + xe,xf) € p untuk setiap
X €ER dan (ae + fa,ea + af) € p untuk
setiapa € S.

Bukti :Diketahuip kongruensi reguler
pada semialjabar R atas S sehingga p
merupakan

kongruensiregulerkiridankanan. Karenap
kongruensi reguler kiri pada R, terdapat

e;,e; €ER  sedemikian  hingga(x +
e1x,e,x) €Ep untuk  setiap  x ER,
dan(ae; + e;a,eja + ae,) € p untuk
setiap a€s.
Begitujugakarenapkongruensi regular
kananpadagr, terdapat e1 ,e2 ER

sedemikian hingga (x + xe; ,xez) Ep
untuk setlap X €ER, dan(e; a +
ae, ,ael tea)ep untuk setiap a € S.
Maka(e; + eje;,e,e;) € p, (ez
e1ey,e,6,) €, dan(el + elel ,e16p) €
o} (e; + eze; ,ezez) €p. Dari
ha3|Ikomblna5|d|peroleh(e1 +ee +
eje,,e; +ee, +e,e;)€Ep, dan(e, +
eieg + eéeg,eé + eéei’ + eéeg) Ep.
Karenap — adalah ~kansellatif ~ berarti
bahwa(e]L +e.ep, e, + eéel) € p,
dan(e, + eje,, e, + eye; ) € p.
KomblnaS|dar|keduanyad|dapatkan(e1

ez + eieg + 6261,62 + e1 + 8182 +
e;e1) € p. Karenap adalah kansellatif
berarti bahwa(e1 + e, , e, + e1 ) Ep.
Olehkarenaitu(e; x + e, x, e;x + e; x) €
p, untuk setiap x € R.

Dari
definisikongruensiregulerkiridiketahuibah
wa(x + e;x, e;x) € p, untuk setiapx € R.

Olehkarenaitujikakeduanyadikombinasika
ndldapatkan(x +ex +eyx + e x,e0x +
e,x +e,x) €Ep, untuk setiap x €R.
Karenap adalah kansellatif, maka(x +
el X, e, X) € p, untuk setlap x €R.
Sehinggae; = e; = edane, = e, = f.m

Selanjutnyakongruensiregulerkiri
(kanan) p pada semialjabar R atas S
dikatakan kongruensi reguler maksimal
kiri (kanan) jika p # R X R dan p tidak
termuat pada kongruensi reguler Kiri
(kanan) kecuali kongruensi universal.

Lemma 3.10
[7]Setiapkongruensiregulerkiri (kanan)
padasemialjabarR atas S termuat dalam
kongruensiregulermaksimalkiri (kanan).

Bukti:Diberikanp kongruensi reguler Kiri
pada semialjabar R atas S, Dberarti
terdapat e;,e; ER sedemikian
sehingga(x + e;x,e;x) € p untuk setiap
X ER, dan(ae; + e;a,eja + aey) € p
untuk setiap ac€
S.Terdapatpenutuptransitifdarip yaitu
p*=U;y-1p" yang merupakan
kongruensi  maksimal.  Karena p*
merupakan kongruensi maksimal yang
dibangun oleh kongruensi reguler kiri p,
makap™ juga kongruensi reguler kiri yaitu
terdapat e;, e, € R sedemikian sehingga
(x + e;x,e;x) € p* untuk setiap x € R,
dan(ae; + e;a,eja + aey) € p* untuk
setiap a € S.Olehkarenaitup™ = U;—; p"
merupakan kongruensi reguler maksimal
Kiri.

Selanjutnyaakandibuktikanbahwap c

p*=Up=1p".

Diambiln = 1, sehingga p!=pcp* =
Un=1p".

Jadi,
setiapkongruensiregulerkiritermuatdalamk
ongruensiregulermaksimalkiri. [

Contoh :DiberikanhemiringR = Z, yaitu
hemiring bilangan bulat modulo 4, dan
S = Z*hemiringbilanganbulattaknegatif.

DiketahuiR semialjabar atas S. Relasip =
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{(6! 6)1 (61 2), (ir i)r (ir §)) (z) 6)’ (z) 2), (§, i)’ (g»g)él)' (xll xZ)' L (xn—ll € + Z) € p.

padasemialjabarR atas S merupakan
kongruensi reguler maksimal.

Definisi 3.11 [7]Pasangan(e;,e;) € R X
R dengan (eq, e;) # (0,0) dari hemiring R
disebut pasangan identitas Kkiri jika
X + e1x = eyx, untuk setiap x € R.
Sedangkanpasangan(e;,e;) € R X R
disebut pasangan identitas kanan jika
X + xe; = xe,, untuk setiap x € R.

Definisi 3.12
[7]Hemiringkansellatifterhadappenjumlah
anR disebut hemiring dengan kongruensi
kansellatif bebas jika kongruensi universal
dan kongruensi identitas merupakan
kongruensi kansellatif pada R.

Lemma 3.13 [7]MisalkanR hemiring
dengan kongruensi kansellatif bebas. Jika
(eq1,e;) adalah pasangan identitas Kiri
dari R, maka (e;,e;) juga pasangan
identitas kanan.

Bukti

:Misalkan(ey, e;)adalahpasanganidentitas
kiri. Makar + e;r = e,r untuk setiap
r €R.

Pandang
p={(a+r+re,a+re):areR}U
{(a+rey,a+r+re):ar€R}UA,
dimanadg= {(r,7) : r €
R}.Makapbersifatrefleksifdansimetris.Mis
alkan(x,y) e pdanz € R. Maka (x,y)
adalah (a+r+re,a+re,) atau
(a+rey,a+r+re) atau (r,r)untuk
a,r € R. Setidaknya (xz,yz) € AgSp
dan (zx,zy) € pserta (x +z,y + z) € p.
Maka penutup transitif dari p vyaitu
p*=U;y-1p" merupakan relasi
kongruensi.Anggap p* sebagai kongruensi
kansellatif (sesuai lemma 3.7).Andaikan
(eq,ep) € p*. Terdapat z € R, sedemikian
sehingga (e; +z,e, +2) € p". Maka
(e1 + z,e; + z) € p™ untuk bilangan bulat
positif n, dengan kata lain terdapat
X1,X2, e ,Xn—1 €ER sedemikian
sehingga(e; +

Maka(e;x +

zx, x1X), (X1X, X2X), ... , (Xp_1X, €2X +

zx) € ARC p untuk setiap x € R. Oleh
karena itu e;x + zx = x;x = xpx = -+ =
Xp_1X = e;x +zx untuk setiap x € R.
Sehingga ejx +zx = e;x +zx  untuk
setiap x € R. Maka e;x = e,x. Tetapi
X+ ex =e,x untuk setiap x €R.
Akibatnya x = 0 untuk setiap x € R, yang
berarti kontradiksi. Oleh karena itu
(e1,e2) € p*. Karena R adalah hemiring
dengan kongruensi kansellatif bebas,
diperolen p* = Ag, yang berarti bahwa
a+r+reg=a+re, untuk setiap
a,r € R. Maka r + re; = re, untuk setiap
r € R. Oleh karena itu (e, e,) adalah
pasangan identitas kanan. ]

Lemma 3.14 [7]Diberikanp kongruensi
reguler maksimal kiri (kanan) pada
semialjabar Ratas S. Maka p adalah
reguler.

Bukti :Misalkan(e;,e;) € R X R seperti
definisi 3.8. Karena
padalahkongruensiregulermaksimalkiripa
daR, himpunan kelas-kelas kongruensi
R/p vyang didefinisikan oleh R/p =
{xp|x € R} adalah hemiring kansellatif
penjumlahan, hemiring dengan kongruensi
kansellatif bebas.

Di dalamR/p, xp + e1pxp = e, pxp untuk
setiap xp € R/p.  Olehkarenaitudari
lemma 3.13 diperoleh,

xp + xpeip = xpe,puntuk setiap
xp € R/p.

Dengan kata lain (x + xej,xe;) € p
untuk setiap x € R.
Olehkarenaitupadalahregulerkanan.m

Teorema 3.15 [7]DiberikanR semialjabar
atas S. Kongruensi p adalah kongruensi
reguler maksimal pada semialjabar R atas
S jika hanya jika p adalah kongruensi
reguler maksimal pada hemiring R.

Bukti (&)
kongruensi

Diketahui p adalah
reguler maksimal pada
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hemiring R dan diberikan (e;,e;) € R X R
seperti definisi 3.8.

Maka(x + e x,e;x) € p dan (x+
xeq,xey) € p untuk setiap x € R.
Untuksetiapa € Sdan x € R, diperoleh
(ax + e1(ax),e;(ax)) € pdan (ax +
(ax)ey, (ax)e;) € p.

Misalkan(x,y) € p, maka untuk setiap
aes, ((e1a)x, (e1a)y) € p
dan((e;a)x, (e;a)y) € p  yang berarti
((era)x + (e2)y, (e1@)y + (e2a)x) € p.

Dengan kata lain
(el(aX) +e; (ay) e (ay) + e (aX)) € ?)
i
(ax + ey (ax) + e (ay) ay + e (ay) +
e;(ax)) €Ep . ... (i)
Dari (i) dan (i)
dengansifatkansellasidiperoleh(ax, ay) €
p.
Dengancara yang

samayaituuntuksetiapa € S,
(x(aey),y(ae)) € p

dan(x(aey), y(ae,)) € pyang
berarti(x(ae;) + y(ae,),y(ae;) +

x(ae;)) € p.

Dengan kata lain

((xa)e; + (ya)ey, (ya)es + (xa)e;) E(p)
ii

(xa + (xa)el + (ya)ez,ya + (ya)91 +

(xa)ex) €Ep .. ...(Iv)

Dari (iii) dan (iv)

dengansifatkansellasidiperoleh(xa, ya) €
p.

Olehkarenaitup adalah kongruensi pada
semialjabar Ratas S.
Selanjutnyauntuksetiapa € S,(ae; +
ei(aeq),e;(aey)) € p dan((eja)ey, e;a +
(eja)ey) € p. Olehkarenaitu(ae; +
ei(aer) + (e1a)ey, e1a + (eja)e; +
e;(aey)) € p, untuk setiap a € S. Dengan
kata lain(ae; + (eja)e; + (e1a)ey, eja +
(eja)e; + ey(aey)) € p, untuk setiap
a € S. Dengan sifat kansellasi diperoleh
(ae; + (e1a)ez, e1a + e;(aey)) €Ep
Selanjutnyauntuksetiapa € S, (epa +
(e2a)eq, (e2a)ey) € pdan(e;(aey), ae, +
e1(aey)) € p. Olehkarenaitu(e,a +
(epa)e; + ey(aey),ae; + e1(aey) +

(epa)ey) € p, untuk setiap a € S. Dengan
kata lain(eya + (e;a)e; + (epa)e,, ae; +
ei(aey) + (e;a)ey) € p,  untuk  setiap
a € S. Dengan sifat kansellasi diperoleh
(epa + (epa)e;, ae; +eq(aey)) Ep

Dari (v) dan (vi) diperoleh(ae; +
(e1a)e; + eza + (e;a)es, eja +

e;(aey) + aey, +e1(aey)) €p untuk
setiapa € S.
Dengansifatkansellasidiperoleh(ae; +
e,a,eia + aey) € p untuk setiap a € S.
Olehkarenaitup adalah kongruensi reguler
pada semialjabar atas S.

Andaikanp’ adalah kongruensi pada
semialjabar atas S sedemikian sehingga
pSp. Maka p' merupakan kongruensi
reguler pada hemiring R, p' =p atau
p =R xR. Oleh karena itu p adalah
kongruensi  reguler maksimal pada
semialjabar atas S.

(=) Diketahui p adalah kongruensi
reguler maksimal pada semialjabar Ratas
S. Maka p adalah kongruensi reguler
pada hemiring R. Dengan lemma 3.10, p
termuat di dalam kongruensi reguler
maksimal p pada hemiring R. Dari
pembuktian pertama
p’ adalahkongruensiregulermaksimalpadas
emialjabarRatas S, oleh karena itu p =

p. |

4. PENUTUP

Dari pembahasan yang
telahdiuraikanpadababsebelumnya,
dapatdisimpulkanbahwaR semialjabar atas
S merupakan struktur aljabar yang
terbentuk dari dua hemiring R dan S
dimana R bi-semimodul atas S sedemikian
hingga (ax)b = a(xb) untuk setiap
a,b € Sdan x € R.

Kongruensip pada R semialjabar
atas S merupakan kongruensi pada

hemiring R yang bersifat
compatiblekanandancompatiblekiriuntukse
tiappergandaanolehelemens. Jika

kongruensi p pada R semialjabar atas S
bersifat ~ kansellatif  maka  disebut
kongruensi kansellatif.Selanjutnya
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kongruensi kansellatif pada R semialjabar
atas S disebut kongruensi reguler jika
terdapat ef €
Rsedemikiansehinggakongruensitersebutb
ersifatregulerkiridanregulerkanan.Kongrue
nsiregulerp pada R semialjabar atas S
disebut kongruensi reguler maksimal jika
p#RXR dan tidak termuat pada
kongruensi reguler lain. Kongruensip
merupakan kongruensi reguler maksimal
pada semialjabar R atas S jika hanya jika p
adalah kongruensi reguler maksimal pada
hemiring R.
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